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Ozet: Bu calismada gapraz-tabakali ve agili-tabakali kompozit kiriglerin serbest titresim analizi, sonlu elemanlar
yontemiyle yapilmistir. Coziim igin ANSYS 8.0 yazilim paketinden yararlanilmistir. Gelistirilen sonlu elemanlar
modeliyle hesaplanan dogal frekanslar, literatiirde mevcut ve farkli yontemlerle elde edilmis sonuglarla
karsilastirilarak tamamen uyumlu olduklart gdsterilmis; boylece modelin dogrulamasi yapilmistir. Daha sonra,
yaygin olarak karsilagilan ankastre-serbest sinir sartlari (konsol kirig) i¢in tabaka sayisinin, boy/kalinlik oraninin
ve tabaka agilarinin diizlem-dis1 egilme titresimi dogal frekansma etkileri arastirilmistir. Simetrik ve anti-
simetrik dizilis durumlari ayr1 ayr incelenmistir. Sonuglar tablo ve grafiklerle gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Tabakali kompozit kiris, Serbest titresim, Sonlu eleman yontemi.

Free Vibration Analysis of Cross-ply and Angle-ply
Laminated Composite Cantilever Beams

Abstract: In this study, free vibration analysis of cross-ply and angle-ply laminated composite beams is carried
out by finite element method. ANSYS 8.0 software package is used for this purpose. The natural frequencies
computed by the finite element model developed are compared with those present in the literature and obtained
by other methods. The comparison with the reported values is quite good; therefore, the finite element model
used in this study is verified. Subsequently, the effects of number of layers, length-to-thickness ratio and layer
orientation angle on the natural frequencies of out-of-plane bending vibrations are investigated for the common
clamped-free boundary conditions (cantilever beam). Symmetric and anti-symmetric stacking sequences are
examined separately. The results are illustrated in tabular and graphical form.

Keywords: Laminated composite beam, Free vibration, Finite element method.

1. Giris

Kompozit malzemeler, sahip olduklar1 ~ malzemelerin analizi izotropik malzemelere gore
birtakim {istiin 6zellikler nedeniyle, otomotiv,  daha karmagik olmaktadur.

ugak ve uzay sanayiinde, insaat ve yapi Tabakali kompozit malzemeler, c¢apraz-
sektorlerinde ve daha birgok alanda yaygin  tabakali veya agili-tabakali olarak
olarak kullanilmaya baslamigtir. Kompozit  kullamlmaktadir. Cesitli alanlarda kullanilan bu
malzemelerin gesitli tiirleri bulunmakta olup bu  malzemelerin titresim davranislarinin
calismada tabakali kompozit malzemelerle ilgili ~ incelenmesi de bir zorunluluk haline gelmistir.
bir arastirma yapilmustir. Yiiksek  Birgok arastirmaci tabakali kompozitlerin serbest
mukavemet/agirlik  oranmna sahip olan bu  ftitresimlerini  incelemiglerdir. ~ Singh  ve

malzemeler, ortotropik o6zelliklere sahip ince  Abdelnaser [1] keyfi smr sartlarina sahip
tabakalarin (lamina) farkli bigim ve agilarla iist ~ simetrik gapraz-tabakali kompozit Kiriglerin
tiste dizilmeleri ile tiretilmektedirler. Dolayisiyla  serbest ve zorlamal titresimlerini
mekanik Ozellikleri tabakalarin dizilis bigimi ve ~ arastirmiglardir. Chandrasekhara ve dig. [2]
agilarina baghidir. Bunun sonucu olarak farkli  simetrik c¢apraz-tabakali kompozit kiriglerin
sartlar ve yiilkleme kosullar1 icin istenilen  serbest titresimleri igin tam ¢dziimler bulmuslar
ozelliklerde tiretim yapmak miimkiin olmaktadir. ~ ve kayma deformasyonu, malzeme anizotropisi
Ote yandan anizotropik yapilar1 nedeniyle, bu ve sinir sartlarinin  kompozit kirislerin dogal
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frekanslarma etkilerini gdstermislerdir. Khdeir
ve Reddy [3] keyfi sinir sartlarina sahip ¢apraz-
tabakali kompozit kirislerin serbest titresimlerini
inceleyerek farkli teorilerle bulunan sonuglar
birbirleri ile karsilagtirmiglardir. Yildirim ve dig.
[4] transfer matrisi yOntemini kullanarak
simetrik capraz-tabakali kompozit kiriglerin
serbest titresim analizini yapmuslar; sinir sartlari,
narinlik orani, yiikseklik genislik orani, tabaka
sayist ve malzeme Ozelliklerinin serbest titresim
frekanslar1 tizerindeki etkilerini incelemislerdir.
Matsunaga [5] agili-tabakali kompozit plaklarin
dogal frekanslarin1 ve burkulma gerilmelerini,
kayma gerilmesi, kalinlik degisimi ve donme
ataleti etkilerini dikkate alarak analiz etmistir.

Yildinm ve Kiral [6] simetrik c¢apraz-
tabakali kirislerin diizlem-dist serbest
titresimlerini ~ transfer — matrisi  yontemiyle

caligmiglar; Timoshenko ve Euler-Bernoulli tipi
kirigler i¢in kayma deformasyonu, dénme ataleti,
uzunluk/kalinlik orani, kesitin kalinlik/genislik
oran1 ve farkli smir sartlarnin  etkilerini
aragtirmiglardir.

Chakraborty ve dig. [7] birinci-mertebe
kayma deformasyonlu sonlu eleman gelistirerek,
bu elemani simetrik ve asimetrik dizilise sahip
capraz-tabakali kompozit kirislerde serbest
titresim ve dalga yayilimi problemlerine
uygulamiglardir; bu ¢alismada sayisal 6rneklerin
¢ogu c¢apraz-tabakali kompozitleri igermekle
birlikte, acili-tabakali bir oO6rnege de yer
verilmistir.  Subramanian [8] ise yiiksek
mertebeli kayma deformasyonu teorisi ve buna
dayandirilan sonlu elemanlar kullanarak tabakal
kompozit kirislerin serbest titresim analizini
yapmus; farklt sinir sartlarinda, degisik narinlik
oranlarinda ve degisik tabaka sayilarina sahip
capraz-tabakali kirisler i¢in sayisal sonuglar elde
etmistir.

Bu calismada hem ¢apraz-tabakali hem de
acili-tabakali kompozit kiriglerin serbest titresim
analizi, sonlu elemanlar yontemiyle yapilmistir.
Coziim i¢in ANSYS 8.0 yazilim paketinden
yararlanilmistir. Olusturulan sonlu elemanlar
modeli kullanilarak once literatiirde mevcut belli
kiriglerin diizlem-dis1 serbest titresim analizi
yapilmigtir. Bulunan dogal frekans degerleri,
literatiirde mevcut sonuglarla karsilastirilarak
birbirlerine yakinliklar1  gdsterilmistir. Daha
sonra esas calismaya gecilerek, yaygin olarak
karsilagilan ankastre-serbest sinir sartlar1 (konsol
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kiris) icin tabakalarin dizilis sekli (simetrik veya
anti-simetrik) ve agilari, tabaka sayisi ve
kiriglerin boy/kalinlik oranlarinin dogal frekansa
etkileri arastirilmistir. Capraz-tabakali ve acili-
tabakali dizilis durumlarinin etkileri grafiklerle
gosterilmistir.  Tabakali  kompozit kiriglerin
titresimlerine dair literatiirde mevceut
calismalarin neredeyse tamami g¢apraz-tabakali
kiriglerle ilgilidir. Dolayisiyla, bu ¢aligmanin en
O0zgiin  yoOnii, acili-tabakali kiriglerin  de
incelenmesidir.

2. Kompozit Kirisin Sonlu Elemanlar Modeli

Bu c¢alismada kullanilan kiris modelinin
geometrisi ve koordinat sistemi Sekil 1 ’de
gorlilmektedir. L, h ve b, sirasiyla kirigin
boyunu, kalnligini ve genigligini ifade
etmektedir. Tabakalar, xy-diizlemine paralel
oldugu i¢in, bu diizleme dik olan titresimler
diizlem-dis1 olarak tanimlanmaistir.

Sekil 1. Kiris modelinin geometrisi ve koordinat
sistemi

Problemin ¢6ziimii icin ANSYS 8.0 yazilim
paketinden yararlanilmig, dogrusal tabakali
Shell-99 elemanmi kullanilmigtir.  Shell-99, 8-
diigimlii, her diigim noktasinda 6 serbestlik
derecesi olan ii¢g-boyutlu bir elemandir. Bu
eleman, donme ataleti ve kayma deformasyonu
etkilerini dikkate alan Timoshenko kiris teorisine
gore hesaplama yapmaktadir. Bu teorinin, kayma
deformasyonu etkilerini ihmal eden Bernoulli-
Euler kiris teorisine gore ¢cok daha iyi sonuglar
verdigi bir¢ok arastirmaci [2, 6, 8, 9] tarafindan
gosterilmistir.
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3. Karsilastirma Yapilarak Modelin
Dogrulanmasi

Bu  bolimde, karsilastirma  yapmak
amaciyla, literatirde  farkli  yontemlerle
¢dziimleri bulunan iki problem secilmistir. ilk
ornek olarak, biitiin tabakalar1 ayni kalinlik,
yogunluk ve ortotropik malzeme o&zelliklerine
sahip Grafit-Epoksi (AS4/3501-6) bir kirisg
secilmistir; tabakalarin malzeme Ozellikleri su
sekildedir:

E=144.8GPa, £,=9.65GPa, G,=G3=4.14GPa,
G»; =3.45GPa, v,=0.3, p=1389.23Ns*/m".

Burada, E; , Gj , vy, ortotropik bir tabakanin
sirasiyla elastisite modiiliinii, kayma modiiliinii
ve Poisson oranmi ifade etmektedir. Kirisin
geometrik boyutlar1 su sekildedir: L=381mm,
h=b=25.4mm, L/h=15. Tabaka sayis1 4 ve
tabakalarin  dizilisi  (0/90/90/0)  seklindedir
(simetrik, capraz-tabakali). Dogal frekans

1/2
degerleri [5 = ol’ ( p/ Elh2 )/ } seklinde

boyutsuzlastirilmis ve Tablo 1 ’de verilmistir.
Chandrasekhara ve dig. [2] kompozit kirisin
hareket denklemini birinci mertebe kayma
deformasyonu  teorisini  kullanarak  elde
etmiglerdir. Tablo 1 ’de dordiincii mod eksenel
deformasyonla ilgili olup Kaynak [2]’de bu mod
atlanmistir. Eisenberger ve dig. [10] tabakali
kirigsin serbest titresimlerini incelemek ig¢in
birinci mertebe kayma deformasyonu teorisi ile
dinamik stifnes yontemini; Yildirim [11] ise
birinci mertebe kayma deformasyonu teorisi ile
transfer =~ matrisi  yontemini  kullanmustir.

Chakraborty ve dig. [7] birinci-mertebe kayma
deformasyonu teorisine dayali yeni bir tasfiye
edilmis sonlu eleman gelistirerek ¢aligmalarinda
bu modeli kullanmislardir. Subramanian [8]
serbest titresim analizi i¢in yiiksek mertebeli
deplasmana dayal iki ayr1 kayma deformasyonu
teorisi ve bu teorilere dayanan sonlu elemanlar
kullanmustir. Tabloda goriildigii gibi,
calismamizda kullanilan yontem ile elde edilen
sonugclar literatiirde mevcut sonuglarla ¢ok iyi bir
uyum saglamistir.
Ankastre-serbest,

ankastre-ankastre  ve

ankastre-basit sinir sartlar1 igin hesaplanan
frekanslar daha oOnceki gibi boyutsuzlas-
tirlmistir.  Simetrik  ¢apraz-tabakali  (0/90/0)

kiriglerin boyutsuz frekanslart Tablo 2’de, anti-
simetrik  capraz-tabakali  (0/90)  kirislerin
boyutsuz frekanslar1 Tablo 3’te goriilmektedir.
Khdeir ve Reddy [3,9] Bernoulli-Euler
klasik kirig teorisi (KKT), birinci mertebe kayma
deformasyonu teorisi (BKDT), ikinci mertebe
kayma deformasyonu teorisi (IKDT), ve yiiksek
mertebe kayma deformasyonu teorisini (YKDT)

kullanarak Malzeme 2’den imal edilmis
kompozit kirigin dogal frekanslarimi
hesaplamiglardir.  Yildirim [11] ise dogal

frekanslar1 hesaplamak i¢in transfer matrisi
yontemini kullanmigtir. Her iki tablodan da
goriildiigli gibi, kayma deformasyonu etkilerini
dikkate almayan klasik kiris teorisi (Bernoulli-
Euler) ile ¢ok yiiksek dogal frekans degerleri
bulunmaktadir. Calismamizda kullanilan sonlu
elemanlar yazilim paketinde bu etkiler dikkate
alindigi i¢in, diger ¢caligmalarda bulunan sonuglar
ile cok uyumlu degerler elde edilmistir.

Tablo 1. Capraz-tabakali grafit-epoksi konsol kirisin (0/90/90/0) boyutsuz dogal frekanslarinin karsilastirilmasi

Modlar

1 2 3 4 5
Kaynak [2] 0.9241 4.8920 11.4400 18.6972 26.2118
Kaynak [10] 0.924117 4.89253 11.4401 17.2591 18.6974
Kaynak [11] 0.921549 4.88318 11.4251 17.2070 18.6813
Kaynak [7] 0.925 4.9070 11.572 17.302 --
Kaynak [8]-1 0.9225 4.9209 11.5957 17.3237 19.0663
Kaynak [8]-2 0.9222 49212 11.5963 17.3237 19.0693
Bu calisma 0.923796 4.90687 11.4897 17.2467 18.7891

Ikinci 6rnek olarak segilen kiriste de biitiin
tabakalarin ayni kalinlik, yogunluk ve ortotropik
malzeme oOzelliklerine sahip oldugu kabul
edilmistir. Serbest titresim analizinde kullanila-
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cak boyutsuz malzeme Ozellikleri (Malzeme-2)
sOyledir:

E1:40E2, G12:G13:0.6E2, G23:0.5E2, V12:0.25
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Tablo 2. Simetrik ¢apraz-tabakali kirigin (0/90/0) boyutsuz dogal frekanslarinin karsilagtirilmasi

Sinir sartlari
L/h Teori Ankastre-serbest Ankastre-ankastre Ankastre-basit
5 Kaynak [3] KKT 6.316 39.336 27.142
Kaynak [3] BKDT 4.134 10.432 9.652
Kaynak [3] YKDT 4.234 11.603 10.239
Kaynak [11] BKDT 4.13307 10.4311 9.65039
Bu calisma 4.14035 10.4325 9.66402
10 Kaynak [3,9] KKT 6.310 39.931 27.527
Kaynak [3,9] BKDT 5.479 19.051 16.335
Kaynak [3,9] YKDT 5.495 19.712 16.599
Kaynak [11] BKDT 5.47604 19.0482 16.3310
Bu ¢alisma 5.47964 19.0504 16.3444

Tablo 3. Anti-simetrik capraz-tabakali kirisin (0/90) boyutsuz dogal frekanslarinin karsilastirtimasi

Sinir sartlart
L/h Teori Ankastre-serbest Ankastre-ankastre Ankastre-basit
10 Kaynak [9] KKT -- 16.450 11.342
Kaynak [9] BKDT -- 13.077 9.871
Kaynak [9] IKDT - 12.947 9.788
Kaynak [9] YKDT -- 13.660 10.130
Bu ¢aligma 2.5337 13.1011 9.8983

4. Sayisal Coziim

Bu boliimde, farkli 6zelliklere sahip simetrik
ve anti-simetrik tabakali kompozit kirislerin
dogal frekanslari hesaplanarak, cesitli
parametrelerin dogal frekans iizerindeki etkisi
arastirilmistir.

Ik olarak, tabaka sayismin kompozit kirisin
dogal frekansina etkisi incelenmistir. Bu amagla,
Malzeme-2 ’den imal edilmis boy/kalinlik orani
L/h=10 olan bir kiris se¢ilmistir. Tabaka say1s1 2-
3 ile 40 arasinda degistirilmigtir. Frekans
degerleri yukarida tanimlanan sekilde boyutsuz-
lagtirllmistir.  Esit kalinliklara sahip simetrik
olarak dizilmis tabakalardan olusan Kiriste
tabaka sayisinin 1.modun dogal frekansina etkisi
Sekil 2a ’da, anti-simetrik olarak dizilmis
tabakalardan olusan kiriste tabaka sayisinin
1.modun dogal frekansina etkisi ise Sekil 2b’de
goriilmektedir. Simetrik c¢apraz-tabakali kiriste
tabaka sayisi arttikca dogal frekans azalmakta,
anti-simetrik ~ capraz-tabakali  kiriste  ise
artmaktadir. Agili-tabakali diziliste her durumda
tabaka sayisi arttikga dogal frekans artmaktadir.
Diisiik tabaka sayilarinda dogal frekans tabaka
sayis1 ve dizilisten ¢ok etkilendigi halde, tabaka
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sayist arttikca dogal frekans fazla degismemekte
ve sabit bir degere dogru yakinsamaktadir.
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Sekil 2a. Tabaka sayisinin kompozit kirigin dogal
frekansina etkisi. (Simetrik dizilis)
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Sekil 2b. Tabaka sayisinin kompozit kirigin dogal
frekansina etkisi. (Anti-simetrik dizilig)

Boy/kalinlik (L/h) oraninin dogal frekansa
etkisi  Sekil 3’te goriilmektedir. Burada,
Malzeme-2’den iiretilmis 4-tabakali kirigin
kalinlig1 sabit tutulurken boyu degistirilmistir.
(0/90/90/0) simetrik dizilisine sahip kiriste L/h
oran1 dogal frekansi biiyiik oranda etkilerken,
(0/90/0/90) anti-simetrik kirisinde bu etki
azalmakta, diger dizilislerde ise bu etki ¢ok
kiiciik olmaktadir. Boy/kalinlik oran1 20’yi
gectikten sonra dogal frekans fazla degisme-
mekte ve sabit bir degere yakinsamaktadir.
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Boy/kalinlik orani

Sekil 3. Boy/kalinlik oraninin kompozit kirisin dogal
frekansina etkisi.

Tablo 4’te, Malzeme-2’den fiiretilmis 4
tabakalt ve L/h=10 olan kompozit kiriste ¢esitli
dizilis acilart i¢in ilk alti modun boyutsuz dogal
frekanslar1 goriilmektedir. En yiiksek dogal
frekans degerleri (0/90) capraz tabakali kiriste
goriilmekte, sirasiyla (30/-30), (45/-45) ve (60/-

143

60) tabaka agilarina sahip kirislerde frekanslar
diismektedir. Dogal frekans, (0/90) c¢apraz-
tabakali kompozit kiriste simetrik dizilis
durumunda; diger agili-tabakal kiriglerde anti-
simetrik dizilis durumunda yiiksek ¢ikmaktadir.

(a) Birinci mod
(b) ikinci mod

eeo— ANSYS|

(c) Ugiincii mod

(d) Dérdiincii mod

Sekil 4. (0/90/90/0) dizilise sahip simetrik ¢apraz
tabakali kirisin ilk 4 moduna ait mod yapilar1



M. Cevik

Tablo 4. Dort tabakali kompozit kiriste ilk alti modun boyutsuz frekanslari

Modlar

Dizilis 1 2 3 4 5 6

(0/90/90/0) 5.276 21.724 45.230 67.897 90.493 112.542
(0/90/0/90) 3916 18.542 40.726 63.482 86.605 109.151
(30/-30/-30/30) 2.578 14.032 33.483 55.594 79.078 102.476
(30/-30/30/-30) 2.793 14.991 35.132 57.686 81.109 105.006
(45/-45/-45/45) 1.524 9.030 23.424 41.711 62.473 84.600
(45/-45/45/-45) 1.570 9.255 23.904 42.453 63.354 85.612
(60/-60/-60/60) 1.135 6.886 18.363 33.808 52.067 72.190
(60/-60/-60/60) 1.145 6.934 18.492 33.999 52.314 72.469

Sekil 4’te ise (0/90/90/0) dizilise sahip
simetrik ¢apraz tabakali kirisin ilk 4 moduna ait
mod yapilar1 goriilmektedir.

5. Sonuc¢

Bu c¢aligmada ¢apraz-tabakali ve agili-
tabakali kompozit kirislerin serbest titresim
analizi, sonlu elemanlar yontemiyle yapilmistir.
Yaygin olarak karsilagilan ankastre-serbest sinir
sartlar1 (konsol kirig) icin tabaka sayisinin,
boy/kalinlik oraninin ve tabaka agisinin diizlem-
dis1 egilme titresimi dogal frekansina etkileri
arastirilmistir. Simetrik ve anti-simetrik dizilis
durumlar1 ayr1 ayri incelenmistir. Elde edilen
sonuglar su sekilde 6zetlenebilir:

a) Caligmada kullanilan sonlu elemanlar
modeli literatiirde bulunanlarla ¢ok
uyumlu sonuglar vermistir; dolayisiyla
giivenle kullanilabilir.
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